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Abstract. In this work  the authors  made a mathematical model with use of the theory of games, and by means 
of the constructed model the problem of optimum distribution of kinetic energy in a biomechanical multi-link 
chain is solved.

ОПТИМИЗАЦИЯ ПЕРЕРАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ЭНЕРГИИ В БИОМЕХАНИЧЕСКОМ 

МНОГОЗВЕННИКЕ С ПОМОЩЬЮ ВЕКТОРА 
ШЕПЛИ
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Аннотация. В данной работе построена математическая модель с использованием теории игр и с помощью 
этой модели решена задача оптимального распределения кинетической энергии в биомеханическом много-
звеннике.

Актуальность. В теории игр в основном из-
учаются два вида игр – стратегические и коопе-
ративные. В кооперативных моделях изначаль-
но предполагается, что игроки объединяются в 
большую коалицию, включающую всех игроков, с 
целью максимизации общего выигрыша [3]. В ко-
оперативной игре предполагается возможность 
перераспределения между игроками выигрыша, 
полученного в результате действий образованной 

ими коалиции [4]. При этом различаются два типа 
задач: задачи с трансферабельной и нетрансфера-
бельной полезностью. В первом случае речь идет 
о векторной оптимизации выигрыша, во вто-
ром максимизируется сумма выигрышей игро-
ков. Вектор Шепли, как принцип оптимального 
распределения ресурсов в кооперативной игре, 
имеет ключевое значение. Сначала вектор Шепли 
применялся на уровне коалиций, принадлежащих 
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Максимальные значения скоростей в разных 
звеньях и моменты времени их достижения с 

начала выполнения удара «лоу кик»

Звенья Максимальная 
скорость, м/с

Момент време-
ни достижения 
максимума, с

Бедро 3,0 3,9
Голень 6,3 4,3
Стопа 10,2 4,5

Результаты. Для момента времени t=4,5 с, т.е. 
для момента времени достижения максимума 
скорости на последнем звене, для кинетической 
энергии получаем следующие данные:

E(1)кин=2,9694 Дж, E(2)кин=0,1746 Дж, 
E(3)кин=19,92 Дж, 
E(1 2 3)кин  = 23,064 Дж
Поскольку для нашего испытуемого важна 

проблема совершенствования в изучаемом дви-
жении, рассмотрим случай резкого увеличения 
энергозатрат для выполнения удара, который мо-
жет рассматриваться как некоторые оценки мо-
дельных характеристик. Исходя из этого зададим 
экстремальное условие, при котором кинетиче-
ская энергия трехзвенника должна достигнуть 
уровняE(1 2 3)кин= 67,077 Дж, с предполагаемым  
распределением:

E(1)кин=14,559 Дж, E(2)кин=4,66085 Дж, 
E(3)кин=47,8578 Дж.
Решение же оптимизационной задачи с помо-

щью вектора Шепли дает  следующее распределе-
ние кинетической энергии в звеньях:

E(1)кин=16,099 Дж, E(2)кин=9,753 Дж, 
E(3)кин=41,22535 Дж.
Полученные данные показывают, каким дол-

жен быть конкретный прирост энергии в каж-
дом звене за счет более рациональной  межмы-
шечной координации, для того чтобы система 
достигла ожидаемого энергетического макси-
мума.

Обсуждение результатов. Для ударных дей-
ствий характерен механизм  последовательного 
разгона и торможения звеньев кинематической 
цепи, где дистальное звено многозвенной цепи 
непосредственно воздействует на объект удара. 
Наблюдается последовательный переход ускоре-
ния и торможения от проксимальных к дисталь-
ным звеньям. Ускорение любого дистального 
звена происходит на фоне торможения предше-
ствующего проксимального звена. В.Н. Тутевич 
показал, что скорость дистального звена наи-
большая, если:

коалиционной структуре, для определения выи-
грышей этих коалиций, а затем – для дележа коа-
лиционного выигрыша. Исследование некоторых 
замечательных коалиционных игр может быть 
найдено в работах [1, 5–8].

Анализ литературы, касающейся теории коо-
перативных игр, дает все основания утверждать, 
что вопрос об оптимальном распределении ре-
сурсов, который возникает, например, в эконо-
мике, актуален и в биомеханике применительно 
к энергообеспечению движений, поэтому при по-
строении оптимизационной  модели теорию коо-
перативных игр можно будет применить для ре-
шения некоторых задач в биомеханике.

Цель работы: показать, как  с помощью фор-
мализации теории игр, примененной к биомеха-
ническим экспериментальным данным, может 
быть решена задача оптимизации распределения 
энергии в трехзвеннике при выполнении ударно-
го действия.

Методика. Тело человека – это система под-
вижно соединенных звеньев. Многозвенник – это 
система, которая состоит из звеньев, число кото-
рых >1.

Теорема Шепли. Для любой кооперативной 
игры v существует единственное распределение 
выигрыша, удовлетворяющее аксиомам Шепли, 
которое определяется следующей формулой:

             [3],

где n – количество игроков, k – количество 
участников коалиции K.

В силу вышеизложенного предполагалось  рас-
смотреть многозвенник как систему из «игроков». 
Для решения задачи оптимизации в качестве 
критерия оптимизации выбираем кинетическую 
энергию движения звеньев. Она же будет выпол-
нять роль характеристической функции, необхо-
димой для расчетов. Наша задача  – найти рас-
пределение кинетической энергии по звеньям по 
принципу Шепли.

Имеем трехзвенник из бедра, голени и стопы. 
Был произведен эксперимент, в котором у испы-
туемого измеряли и затем рассчитывали скоро-
сти этих звеньев во время удара «лоу кик». У кон-
кретного испытуемого m1, m2, m3 соответственно 
массы голени, стопы, бедра: m1=3,03 кг, m2=0,97 
кг, m3=9,96 кг. Ниже приведена таблица скоростей 
движения этих звеньев (собственные данные пре-
доставлены А. Вагиным).
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– каждое звено разгоняется поочередно, начи-
ная со звеньев наибольшей массы;

– разгон последующего звена начинается тог-
да, когда скорость предыдущего достигает макси-
мума (ускорение равно нулю).

В кооперативной игре перед игроками сто-
ит антагонистическая задача – получение соб-
ственного выигрыша за счет игрока – против-
ника. В биомеханике это сродни двигатель-
ным задачам, решаемым при последовательном 
разгоне звеньев. В последовательности разви-
тия активности мышц различных звеньев тела 
проксимальные звенья начинают вращатель-
ное движение в суставах раньше дистальных. 
Затем проксимальные звенья замедляются до 
того, как дистальные достигли пика угловой 
скорости. Последовательное вовлечение зве-
ньев в работу, построенное на том, что прок-
симальное звено обгоняет дистальное, важно 
не только с точки зрения более эффективного 
растяжения мышц и их активации для разго-
на звеньев, но и с точки зрения передачи энер-
гии от звена к звену. Теорема Шепли как раз и 
позволяет учесть антагонистические проявле-
ния игроков в игре, рассматриваемых как дей-
ствия звеньев тела. В нашем случае игровой 
выигрыш эквивалентен достижению некоторо-
го оптимума в характеристической функции, 
которая является кинетической энергией  дви-
жения звеньев.

Вывод. Использование формализма теории 
игр позволяет решить задачу оптимизации энер-
гозатрат в ударных движениях, связанных с по-
следовательным разгоном звеньев ударяющей 
биокинематической цепи.
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